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1 Strahlengang

Zu Beginn sollen hier jene vereinfachenden Annahmen einmal aufgezidhlt werden, die
sonst stillschweigend vorausgesetzt werden. Der Glasstab liegt auf einer ebenen Fléche,
auf welcher eine Gerade aufgemalt ist. Das beobachtende Auge befindet sich oberhalb
des ,,Schnittpunktes des Zylinders mit der Geraden und betrachtet nur die Vorgénge in
unmittelbarer Nachbarschaft davon. Zudem denken wir es uns als unendlich weit entfernt,
so dass die den Glasstab verlassenden Strahlen als parallel und senkrecht nach oben

gerichtet angesehen werden koénnen.

Die Modellierung des Problems sieht wie folgt aus: Man betrachtet das zweidimensionale
Problem ,,Wie bildet der Zylinder einen einzelnen Punkt ab??“. Dieser Punkt kann dann
spater unproblematisch als gewisser Punkt einer Geraden (oder auch einer anderen Kurve)
verstanden werden. Der Verlauf des Strahls im Inneren des Zylinders ist in Abb. 1(a)

dargestellt.

bepbachtete Strecke

B

tatséichliche Strecke: d

Abbildung 1: Strahlengang im Querschnitt des Zylinders

Ein Glaszylinder des Radius R bildet den tatséchlichen Abstand des Punktes von der

senkrechten Achse (d) auf einen beobachteten Abstand ab, der sich wegen der Tatsache,



dass die Strahlen den Stab senkrecht verlassen, zu R -sini ergibt. Dabei ist ¢ der Einfalls-
winkel (Inzidenzwinkel) des Strahls zum Lot, r der Winkel desselben Strahles zum Lot,
allerdings nach der Brechung. Wegen der Kreisférmigkeit des Querschnitts tauchen diese
Winkel beim Austreten des Strahls wieder auf. Das begriindet die Forderung, dass nur ein
enger Bereich beobachtet werde und man nicht ,zu den Seiten®, auf gréflere Entfernun-
gen vom Schnittpunkt Gerade-Zylinder, schaue. Bei nur , fast unendlich* entferntem Auge
macht sich dort unausweichlich dieses ,,fast“ deutlich bemerkbar, da fiir das zweidimensio-
nale Problem schon ein elliptische Querschnitt berechnet werden muss, ein Unterfangen,

das ganz und gar nicht einfach ist.

Um die Grofle der beobachteten Strecke zu bestimmen, muss man nun sin ¢ kennen.

2 Aufstellen der Gleichung

Die Gleichung entnehmen wir vollstindig den Winkelverhéltnissen im rot unterlegten
Viereck. Dieses ist mit den notwendigen ausfiihrlicheren Beziehungen in Abb. 1(b) noch

einmal dargestellt. Offensichtlich gelten die Beziehungen:

L=VR+&

. sin ¢
r = arcsin [ —
n

a1+ o =180 — i — (180 — 2r) = 2r — i
By + By =360 — 90 — (a1 + ag) — (180 — i) = 360 — 90 — (2r — i) — (180 — i) = 90 — 2r + 2i

Die zweite Gleichung ist das Brechungsgesetz; die beiden unteren Gleichungen entstammen
Uberlegungen zu Winkelsummen. Sie sind untereinander dquivalent, d. h. ihre Aussagen
sind die gleichen. Fiir unsere Zwecke wéhlen wir die dritte Gleichung. Offensichtlich gilt

weiterhin:

o1 = arctan i
e R

=180 — (180 — i) — o =i — B
sin 3, R R

sin(180 —i) L VRZ+ &2

Die letzte Gleichung ist der Sinussatz. Mit sin(180 — i) = sin(i) ergibt sich die zu losende



Gleichung;:

¢ d iy . . R 5 . sin ¢ )
arctan [ — 1 —arcsin [ sint——— | = 2arcsin [ — | — 3¢
R VR + d? n

Mit dem dimensionslosen Parameter b = % fallt R heraus, denn

R R 4+ @2\ 2 a2\ 2 ~
vm+ﬂ:( R? ) :O+§ﬁ = (1)

Zudem gilt: arctan b = arcsin \/b+ﬁ Die Einheitlichkeit bei den arcsin-Termen brauchen

wir spéater zur Losung und fithren sie hier schon ein. Damit ergibt sich schlussendlich:

arcsi ( b ) arcsi ( sin ¢ ) 2 arcsi (sini) 21

resin [ ——— | —arcsin [ —— | = 2arcsin | — | — 24
Vb2 +1 V14 b? n

3 Losen der Gleichung

Der eigentlichen Losung seien einige Bemerkungen vorausgeschickt. Wenn die unter dem
Zylinder liegende Gerade als Punktmenge verstanden wird, so entspricht dem d eines ge-
wissen Punktes ein Abstand ldngs des Zylinders, wobei die beobachtete Abbildung dieses
d senkrecht zur Zylinderachse ist. Auf diese Weise werden wir spéter das Koordinatensys-
tem auch aufspannen. Hier ist es nur wichtig, dass d und Rsin¢ bzw. die dimensionslosen
b und sini den Koordinaten unserer spéteren Kurve entsprechen, und nicht nur Abbil-
dungen voneinander sind. Damit ist auch klar, dass es egal ist, ob wir b als Funktion von
sin 4 oder wie zuerst gedacht sin¢ als Funktion von b als Losung der Gleichung bestimmen.
Wir wollen ndmlich genau den ersteren Fall wiahlen und versuchen, die Gleichung nach b

aufzulosen. Dies ist einfacher, als der umgekehrte Weg.

Nun erkennen wir, dass der rechte Teil der Gleichung von der Variable b unabhéngig ist.

Deswegen fithre man abkiirzend ein:

. sin ¢ )
c=2arcsin | — | — 27
n

, < b ) , ( sin g )
arcsm | —(/——— | —arcsim | ——— | = ¢
Vb2 41 1402

Nun benotigen wir das Additionstheorem fiir arcsin. Man entnimmt der Formelsammlung:

arcsin(a) 4 arcsin(b) = arcsin(ay/1 — b2 & bv/1 — a?). Damit lassen sich die beiden Terme




auf der linken Seite der Gleichung zusammenfassen zu:

i b 1 sin? i sin ¢ I b2
arcsin — — —— | =c
Vb2 +1 1462 V1402 b2 +1
Das lédsst sich weiter umformen zu:
b sin? g sin ¢ b2 .
1-— — l— —— =sinc
Ve ) (S N Y e o
b 1+ b2 —sin?i sin g 1+02—0b2
— =sinc
Vb2 +1 1402 V1402 b2 +1

b\ 1+ b2 —sin?i —sini = sinc - (b + 1)
b?(1+b* —sin®i) = (sinc- (b* + 1) + sini)?
b*(1 —sin®4) +b* =sin’c- (b* + 1)? + 2sincsini - (B> + 1) + sin?i

b*(1 — sin®4) +b* = sin® ¢ - b* +sin® ¢ - 2b° + sin® ¢ + 2sincsini - b* + 2sincsini + sin® i

Offensichtlich ist dies eine einfach zu 16sende biquadratische Gleichung. Die rellen Losun-
gen sind:
sinc + sin ¢

b=+

COSscC

4 Diskussion

Wie schon oben erwéhnt, miissen wir den tatsidchlichen Abstand d bzw. b mit der Langsach-
se des Zylinders in Verbindung bringen. Legen wir das Koordinantensystem der betrach-
teten Kurve in den Schnittpunkt Zylinder-Gerade und die y-Achse entlang des Zylinders,
gilt offensichtlich: d = R - b = ytan o, wobei a der von Zylinder und Gerade eingeschlos-
sene Winkel ist. Den Drehsinn vermittelt Abb. 2. Dann gilt auch x = R - sini. Eingesetzt

in unsere Punkt-Gleichung (wir nehmen die positive Losung):

d sinc 4+ sin
R cos ¢

: T
ytana  sinc+ 5

R cosc



Abbildung 2: Zur gegenseitigen Ausrichtung von Zylinder und Gerade und Festlegung des
Koordinatensystems.
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ergibt sich:

R sinc(z)+ 5
Y= tana cos ¢(x)

¢ kann natiirlich auch eingesetzt werden, was die Formel aber nicht iibersichtlicher macht.

Hier ist das Ergebnis an zwei Beispielen iiberpriift worden. Jedes Mal wurde ein Photo
einer entsprechenden Kurve in einem Geometrie-Programm eingelesen, dort die entspre-

chenden Mafle bestimmt und die errechneten Kurven mit den Tatsachen verglichen.



n=1.44; 1,45; 1.46

Abbildung 3: Eigenes Photo durch eine Lupe
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Abbildung 4: Photo aus dem Buch.

Ubrig bleibt noch, die Niherungslosung des Buches' zu bestiitigen. Die Ableitung unserer

Funktion an der Stelle z = 0 lautet:

dy 2-mn 1
der  n tana

Das Buch erhielt als Linearisierung im Bereich z = 0
2b
+
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! Physik zum Nachdenken® (Praxis Schriftenreihe Physik, Band 55, Kéln: Aulis Verlag 1998)



Dabei soll die Kennzeichnung Missverstdndnisse mit unseren Variablen vermeiden.

gelten offensichtlich die Beziechungen: @ = d = y - tana: b = Rsini = x. Damit:

2b
n=—=
a+b
2z
n=———————
y-tana +x
20 =ny - tana + nx
2r — nx
Yy= —/——-
n - tan o
2—n
y:x.—
n-tan o

Die Ubereinstimmung ist noch einmal in Abb. 4 dargestellt.

Abbildung 5: Linearisierung

5 Dimensionslose Kurve

Es

Ein erster Schritt zur Verallgemeinerung ist die Einfithrung dimensionsloser Variablen.

Dies ist moglich mit der folgenden Transformation:

&\
Il
- |8

aln «
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Damit wird die z-Achse in Einheiten des Zylinderradius und die y-Achse in Einheiten von

R

—— aufgeteilt. Die Gleichungen lauten dann

/

c(x') = 2arcsin <£> — 2arcsin(z’)

n

4 /
y'(m') _ sin¢ +x
cosc



6 Erweiterung auf angehobene Glasstabe

Ein vergleichsweise einfacher Schritt ist die Aufgabe einer der im einleitenden Abschnitt
dargelegten Vereinfachungen, namlich dass der Zylinder auf der Ebene mit der Geraden
liegt. Nun soll zwischen Zylinder und Ebene Abstand h sein. Uberlegungen zu Winkel-
summen sowie das Brechungsgesetz bleiben gleich, allerdings gelten etwas andere Langen-

beziehungen:
L =+/(R+ h)?+ d?

R

sin 62 . E

sin(180 —4) L

Damit ergbt sich:

( d > . Y R _ (sin 7,) ,
arctan { —— | + ¢ — arcsin | sin? =2arcsin { — | — 1
R+h (R+ h)?+ d? n

Dimensionlos werden die Formeln durch Einfithrung der Variablen b = % und h = %:

(R+m?+ @\ (BN & e
() (1) o
N\ 2 —1/2
:((1+h> +62)
d (R+h\"' (R K\ (R LR\
R+h_< d ) —(Ta) _(E+EE)

1 b

Ti(en) 1w

Man erkennt, dass die GroBe 1+ A die entscheidendere ist; wihrend & (dimensionlos) die
Hohe des Glasstabes iiber dem Boden misst, addiert 1 + & noch den Radius dazu. Man
bezeichne also mit a := 141 den Abstand des Querschnittmittelpunktes iiber dem Boden.

Dann ist
N2 —1/2 1/
(<1+h) +b2) = (a® + %)
b b
1+h a



Es ergibt sich dann die Gleichung:

; b . sin ¢ 5 . sin ¢ 0
arctan [ — | — aresin (| ——— | = 2arcsin [ — | — 2t =: ¢
a VaZz + b2 n

arctan [ — | = arcsin [ ———
a b2 + a2

Analog zu der vorigen Rechnung:

. b . sin ¢
arcsin [ —— ] — arcsin | —— | =
(\/b2+a2) (\/a2+b2>
sin?1 sin ¢ b2

b
Y — 1 —
Vb2 + a2 a2+ b a?+ b2 b% + a?

arcsin

a? + b2 — sin%i sin ¢ a? + b% — b?

b
\/b2+a2\/ a? +b? Va2 b? + a?

arcsin

=C

(a® 4 b*)sinc = bV a2 + b2 — sin?i — asini

(a® 4+ b*)sinc + asini = b\/a2 + b2 —sin%i
(a® + b*)?sin? ¢ + 2(a® + b*)asin csini + a?sin® i = a*sin” ¢ + 2a?b*sin? ¢ + b* sin? ¢ 4 2a* sin csin i
+ 2b%a sin csin i + a®sin? i

=b%a® +b* — b?sin?i

0 = b*(sin? ¢ — 1) + b*(2a? sin? ¢ + 2asin csini — a® 4 sin? i) + (a*sin? ¢ + 2a® sin esini + a? sin 7)

asinc + sin?
b= ~4+—"on—
cosc

Man erkennt die Eleganz der Losung. Die Funktion c ist geblieben, es ergibt sich also

insgesamt analog
R asinc+ &
tana  cosc

bzw ) )
, asinc—+ux

COos ¢

7 Alligemeine Kurven unter Glasstdben

Wir nehmen die Funktion aus dem letzten Abschnitt: % = %:rcsm Auf derjenigen

Ebene, auf der der Glasstab liegt sei eine Kurve aufgezeichnet. Die dortigen Achsen sollen



wieder y in Richtung des Zylinders heiflen und d senkrecht dazu, wihrend das Bild dieser
Kurve in einer Ebene liegt, bei der die y-Achse iibereinstimmt, aber die d-Achse durch

die z-Achse zu ersetzen ist.

Damit haben wir als vorgegebene Kurve ein y(d) mit der Umkehrung d(y). Dann gilt also

d asinc+5 ..
—g) = ——£%  das man nach y aufzulosen hat:
cosc

asinc—+ £
d(y) = R———*
cosc
asinc+ %
y(d(y)) =Yy=y (RTCR)

8 Bemerkungen

e cosc kann Null werden und in der Funktion eine Defintionsliicke erzeugen. Das pas-
siert sogar immer, kann aber schlecht beobachtet werden, da in gréflerer Entfernung
langs des Zylinders vom Schnittpunkt mit der Geraden die Rechnung nicht mehr
richtig ist.
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